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SUMMARY 
This work deals with the problem of the determination 
of the natural frequencies of transverse vibrations of beams 
of variable cross section, in particular beams with section 
heigh varying according to a polynbmial law. 
Ritz method is used for the determinátion of the na-
tural frequencies, dueto its rapid convergence. 
The method of treatment of the problem, permits a 
determination of any of the natural frequencies using auto-
matic programming because it does not limit the number of 
terms of the serie solution to be used. 
S U M Á R I O 
O principal problema abordado nêste trabalho e 
o da determinação das frequências naturais de vibrações 
transversais de vigas de seção transversal variâvel se 
gundo Leis polinomiais. São analisados os casos de varia 
ção linear e variação parabólica. 
são determinadas as frequências naturais utili -
zando-se o método aproximado de Ritz e Rayleigh. Rste mé 
todo é muito utilizado quando na determinação de auto-va 
lores (frequências) e fornece uma convergência extrema -
mente râpida. 
O modo de tratar o problema, permite a determina 
çao de qualquer frequência natural, mediante um programa 
automâtico, tendo em vista que o método foi aplicado co~ 
siderando-se um número infinito de têrmos na série solu-
çao. 
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NOMENCLATURA 
A - area de seçao transversal 
E' - energia cinética de translação 
c 
E'' - energia ci netica de rotação c 
Et - energia potencial de deformação 
f - frequencia de ~ibração transversal 
I - momento da inercia da seção transversal em relação ao eixo 
neutro 
S parâmetro 
w deflexão transversal da viga 
w velocidade transversal de translação da viga 
e - velocidade angular 
p
0 
- massa espec1fica 
2 





1 = -z- - parâmetro:- para dois termos da serie de Fourier 
li 
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C A P I T U L O I 
DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO DIFERENCIAL DE. VIBRAÇÕES TRANSVERSAIS 
DE VIGAS _m.: ALTURA VARIÃVEL 
1) Expressão da energia de deformação 
A dedução da equaçao diferencial que caracteriza o fe 
nômeno de vibrações livres de vigas de altura variável pode ser 
feita a partir do princípio de Hamilton para os sistemas contí 
nuos, desde que se conheçam as eÀ'Pressoes da energia potencial 
de deformação e da energia cinética. 
A expressão da energia potencial de deformação é obti-
da por meio da energia de deformação específica (avaliada por 
unidade de volume), e dada por: 
"'= (I-1) 
onde 
ET é a energia de deformação 
v é o volume do corpo deformável 
Admitindo-se que o corpo possue as propriedades de iso 
tropia, elasticidade e homogeneidade, e lembrando que: [1) 
"'= = 
1 
(J E (I-2) 
dv 2 
a= E E (lei de Hooke) (I~3) 
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e: = -z 
A substituição de (I-4) e (I-3) 
• 
em (I-2) conduzirá a: 
2 2 
dET. = ! E(z 2...!e.J .dx dy dz 
2 . ax2 
(I-5) 
expressao esta que pode ser integrada 
ao longo do comprimento da barra e de 
sua seçao reta, obtendo-se a partir dai: 
2 




Sendo~ o domínio que caracteriza a seçao transversal da 
barra e! o seu comprimento total. 
A efetuação de (I-6) leva a: 
I ( a2 w) 
2 
ET 
E t- dx (I-7) = 2 o . ax2 
pois I, momento de inércia da seçao transversal em relação ao ei 
xo que passa pelo seu centro de gravidade é dado por 
2 I = J5 f z dy dz (I-7A) 
A energia potencial de deformação será doravante descrita 
pela expressão (I-7). 
Na dedução desta expressao nao foram considerados os efei 
tos dos esforços cortantes, tendo em vista que sua influência e 
pequena no caso de barras pois a dimensão longitudinal é muito su 
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\ 
perior as dimensões transversais. 
2) Expressão da energia cinética da barra 
Considerando agora que a barra tem urna massa Po por uni 
dade de volume, a energia cinética será constituida por duas par 
celas. 
A primeira, que será denominada de energia cinética de 
translação, é dada por: 
1 f . 2 E~= 2 v p 0 (w) dv (I-8) 
onde~ é a velocidade de translação dos pontos da barra quando 
em movimento transversal. 
Lembrando que dV pode ser substituido por dx dy dz, e 
integrando ao longo da seçao reta, a expressao (I-8) transforma 
se em: 
(I-9) 
onde A e a areada seçao transversal (e que no caso presente é 
função da abcissa x). 
A segunda parcela, que será representada por E~ e que 
caracteriza a energia cinética devida à rotação das seções trans 
versais da barra, pode ser escrita em função da velocidade angu-
lar . 
e = ªa~ ( :> = aw ax 
Então: 
E.. 1 Ii[ ·e ª~> 2 ]d c = 2 
0 




A energia cinética total será dada então por: 
E =E'+ E"=! f1 [Po c c c 2 
0 
· 2 a· 2J A(w) + Po I( a:) dx (I-12) 
Uma vez obtidas as expressoes das energias cinéticas e p~ 
• 
tencial de deformação, pode ser aplicado o principio de Hamilton 
sem maiores dificuldades, desde que seja estabelecida uma expre~ 
sao correspondente a primeira variação de uma integral dupla, o 
que virá a facilitar enormemente a dedução da equação de vibra 
çoes. 
3) Expressão da primeira variação de uma integral dupla 
Considere-se uma região S definindo uma certa superfície 
no plano (xy). Admita-se que a região S seja fechada e que ospon 
tos da curva delimitadora desta região pertençam a ela [2] . 
Considera-se também um certo conjunto F de funções w(x,y) 
definida de modo a que: 
a) qualquer função w desta classe Fé continua, bem como 
derivável até a quarta ordem na região S; 
b) qualquer função deste conjunto satisfaz a no máximo a 
condições de contôrno forçadas do tipo linear, isto é, 
+' b Zw aw -- = c 
<kl 
(I-13) 
onde a, b e c sao funções definidas nos pontos do contôrno de S 
aw e~ caracteriza a derivada normal a w no contôrno. 
Seja agora definida a integral 
H = J8 f L(x,y,w,wx,wy,wxx'wyy,wxy) dx dy (I-14) 
cujo integrando é uma função das oito variáveis (x,y,w e suas de 
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derivadas representadas com Índices), com derivadas contínuas até 
a 3a. ordem em relação as variáveis w, wx' wy' wxx, wyy' wxy e 
para qualquer (x,y) em S. 
Admitindo-se que w sofre uma variação [3] definida por 
En(x,y) - sendo E uma constante arbitrária e numa função arbitrá 
ria que pertença ao conjunto F - pode-se dizer que a variação 6H 
que sofre a integral é dada por: 
6H = fsf f L (x,y, + + En + n + En l w En, wx x' wy E y' wxx XX, 
(I-15) 
Lembrando agora que 
. · 1 . 2 
6H = ô H + 2 ·.ô H t....... (I-16) 
e que ô2H é pequeno em relação ao têrmo linear, pode-se escrever 
após o desenvolvimento em série de Taylor até a primeira potência 
de E, 
aL 
ô H = E f 8 f (n + n aw X 
+ n xy 
aL --) 
awxy 
dx dy (I-17) 
. . 
A integral (I-17) pode ser transformada mediante a aplic~ 
çao sucessiva do teorema de Green aos diversos têrmos do integra!!_ 




Assim, pode-se escrever, aplicando uma vêz o teorema de 
õL nx -,- dx dy 
oWX 




aL · a·aL /e f5 J ny - dx dy = - J8 J n -(-)dx dy - n awy ay awy c (I-19) 
Aplicando duas vêzes o teorema de Green, obtem-se: 
f J n ~ dx dy = J J S xx awxx S 
:i 2 · · :)L . ,í a L 
n ax2 <awxx)dx dy +./'e nx awxx dy -
,í a aL 
-./'c n ax<~)dy 
XX 
(I-20) 
J5 J nyy ~dx 
ª2 
<a!L Jdx dy -/e ny . ar. dy = f sf n -2 a dx + aw ay wyy yy 
+./: n 
f5 J 
ar. dy J 5J n nxy awxydx = 
Logo: 
oH = d f 
yy 
a (~)dx 
ay aw yy 








. aL ~ + --(--) n dx 
ay2 awyy 
dy + 
E /e aL c_fc -ª-<~)dx + n -- dx + n y awyy ax aw xy 
(I-21) 
dy +_/c n -3-(" :a L ) dx + ax aw xy 
EÁ 
(I-22) 
a · aL 1 - -(--) n dy -ax aw 
XX -
dy -
llL d (I-23) ny ~ y 
xy 
A partir de (I-23) podem ser deduzidas as condições natu-
de contôrno que caracterizam o problema variacional, desde que 
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se anulem os integrandos das integrais à.e linha ao longo de e. 
Além disto, se se requer que H seja mínimo é preciso que ôH se 
ja nulo. Logo, o integrando da primeira integral de (I-23) t~ 
bém deve ser nulo. Isto leva a equação a derivadas parciais CQr 
respondentes a primeira variação de uma integral dupla, bem CQ 
mo as condições naturais de contôrno, que implicitamente devem 
ser satisfeitas. 
Pode-se então escrever a equaçao de Euler para a inte 






'a2 ( a,;;-> + 
y yy 
(I-24) 
Com as seguintes condições naturais de contôrno 
[
. aL 
n -- -aw xy 
3L 
nx = awxx 
3L 
ny = aw yy 
o 
o 










(1 · zs) 
Nos casos normais de vibrações de vigas, as condições de 
contôrno forçadas obrigam a que n seja nulo no contôrno, ou que 
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nx' ny seja nula no contôrno, o que leva a serem anuladas auto 
màticamente as condições naturais de contôrno (I-25). 
4) Dedução da equação diferencial de vibrações para o 
caso de vigas com altura variável. 
Uma vez que já se possuem as expressoes da energia ciné 
tica da barra, da sua energia potencial de deformação e da e-
quaçao a derivadas parciais correspondente ã primeira variação 
de uma integral dupla, pode ser utilizado o principio de Hamil 
ton para os sistemas contínuos na dedução da equação diferen -
cial em questão. 
Definindo a ação por meio da expressao: 
6 = ft L dt 
to 
(I-26) 
sendo La lagrangeana correspondente ao sistema, e admitindo a 
validade do princípio de Hamilton, pode ser escrito que, para 
que a integral (I-26) seja mínima é preciso que 
õ t,' = o (I-27) 
isto e, que a primeira variação da açao deve ser nula. 
Sendo a lagrangeana definida por 
a· 21 . E g, (~) dx - _; f I ax 2 o 
. ,2 2 
(-º-w) 
. 2 ax 
dx, (I-28) 
a consequente substituição desta expressao em (I-26) permite es-
crever a açao 6 na forma de uma integral dupla, 
~I (a2~)
2




e a qual deVeli\Ser aplicadas as equaçoes (I-24) e (I-25) já deduzi 
das no Item anterior e correspondentes às condições naturais de 
contôrno e à equação de Euler, respectivamente. 
Observando-se que t, pode ser escrita na forma 
(I-30) 
pode ser concluído que a equaçao (I-24) será simplificada pois foi 
deduzida para oito variáveis, das quais sôrnente constam cinco em 
(I-30) • 
Aplicando então (I-24) sôbre (I-30) obtern-se: 
a -~ [- ( EI wxxl + . a [ - I wxtl = O axat po 
(I-31) 






E wxx --2 + EI ax 
- P I o (I-32) 
Trabalhos realizados por Lord Rayleygh [4] permitem despre-
zar os termos que correspondem a rotação das seções retas da barra 
no caso das frequências não serem grandes. Assim os têrrnos que sur 
gern em (I-32) devido a energia cinética E" podem deixar de ser 
c 
considerados e a equação a derivadas parciais que rege o fenômeno 
de vibrações livres em vigas com altura variável torna a forma: 
ou 
a4 . a2 .. .,2T 
E I __ w + A __ w + E w ...é:....::. = O (I-33) 
ax4 Po at2 xx ax2 




= o (I-34) 
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As condições de contôrno usuais (casos práticos) obrigam 
a que n, nx' ny que aparecem em (I-25) sejam iguais a zero. 
Assim as condições naturais de contôrno são automàticamente sa-
tisfeitas e não serão consideradas doravante. 
Em geral, estas condições forçadas correspondem a repre-
sentação de apoios simples, engastes, apoios elásticos e bordos 
' 
livres e podem ser descritas analiticamente na forma: 
w = o 
para vigas simplesmente apoiadas 
w = o 
w = o 
X 
para vigas engastadas, e, 
wxx= O 
wxxx= O 




As condições correspondentes a apoios elásticos devem ser 
tais que no máximo correspondam à expressão (I-13) utilizada co 




DETERMINAÇÃO DAS FREQutNCIAS NATURAIS DE VIGAS DE ALTURA 
VARIÁVEL. 
Uma vez deduzida a equação diferencial de vibrações, é 
preciso que ela seja'"resolvida e que sejam determinados os seus 
auto-valores que, no caso, correspondem às frequências naturais. 
O processo de determinação dos auto-valores, varia de 
acôrdo com a natureza do problema. No caso em estudo tanto podem 
ser utilizados os métodos de desenvolvimento em série como os mé 
todos variacionais. 
Os primeiros, tais como o método de Frobenius, demons -
tram ser extremamente laboriosos [5]. Nos Últimos destacam-se o 
método de Ritz e o método de Galerkin. 
O método de Ritz tanto pode ser utilizado a partir da 
expressão da energia de deformação [6] como a partir da equação 
diferencial ordinária que se obtem separando as variáveis da e-
quaçao (I-33). 
Admitindo que as v~brações sao periódicas, pode-se dizer 
que a flecha w é uma função da forma 
w (x,t) = X (1;) ift e (II-lA) 





define a abcissa de um ponto genérico da barra em função do seu 
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comprimento total i {? 
,q 








I = Io p (0 
(II~3A) 
A = .Ao ó(sl 
I
0 
= momento de inércia da seçao transversal na origem 
A
0 
= área da seçao transversal na origem 
• 
y 1 
1--rc = J 
' ,< 
considerando que a altura da seçao é variável com s, pode-se 
escrever: 




ou ainda, em forma simplificada 
(II-5) 
Será considerado aqui que a viga está simplesmente apoi~ 
da nos extremos, o que conduz a condições de contôrno, uma vez 
separadas as variáveis, do tipo: 
X(O) = O 
X (1) = O 
X" (O). = O 
X"(l) = O 
(II-6) 
A partir de (II-5) podem ser determinados os valores de 
À
4, adotando-se o método de Ritz. 
Observe-se que a equação diferencial 
(g2 (x)X")" - (g1 (x)X')' + g0 (x)X = r (x) (II-7) 
{ ,;.,~ltf.v h,JJ,) 
acompanhada de quatro condições de contôrno não contraditórias 
nos pontos x=a e x=b, pode ser identificada como condição neces 




~ caracteriza uma função admitida como satisfazendo (II-7) e 
(II-8). 
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A função$ [1] deve ou não satisfazer as condições de co~ 
tôrno conforme estas sejam suprimíveis (dinâmicas) [a] ou essen -
ciais (geométricas), respectivamente. 
No caso das condições de contôrno serem mistas, isto é, 
serem suprimíveis e essenciais, deve ser adotada uma função$ que 
as satisfaçam. Neste caso, pode-se garantir, a priori, que tanto 
os termos RA e RB' tornam-se nulos. 
No caso que será estudado, a natureza mista das condições 
obriga a que se adote uma função$ que satisfaça as condições de 
contôrno apresentadas, o que acarreta serem RA e RB nulos. Além 
disto, a comparação de (II-7) com (II-5) conduz a: 
g2 <sl=p <sl 
gl tsl = o 
g ( sl =- À 4 ô ( s) o . 
r <s> = o 
(II-9) 
Conclue-se então que o funcional J($) a ser identificado 
com [1] o problema em questão toma o aspecto: 
J($l = f~ { P <s> [ $" <s> J 2 - "4 ôCs> [ $Cs> J 2}ds (II-10) 
Adotando-se para$ uma série trigonométrica da forma de 
uma série de senos de Fourier, que satisfaz as condições (II-6), 
isto é, fazendo 





obter-se-á o conjunto de auto valores. À que satisfaz a (II-10). 
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Ierivando uma e duas vêzes sucessivas a expressao (II-11) 
em relação a F; , vem: 
<P'(F;) 
00 




00 2.2 = -, Ai 7T l. sen 7T i F; (II-12-B) 
i=l 
\ Admitindo-se UIP~ variação polinomial do 29 grau na altura, 
obtem-se para expressão da altura em qualquer seçao 
h(F;) = h
0 
(a s2 + bF; + c) (II-13) 
Do mesmo modo, o momento de inércia em relação a linha que 
passa pelo centro de massa e em qualquer seçao será dado por 
I ( F;) =Iop(F;) = I
0
(aF; 2+bF;+c) 3 (II-14) 




(aF; 2+bF;+c) (II-15) 
A substituição das expressões anteriores em (II-10) conduz 
a: 
(II-16) 
Considerando-se a primeira parcela do integrando isolada-
mente, pode-se escrever: 
(E Airr 2i 2sen rriF;) 2 =rr 4 E AiAj (ij) 2senrriF;sen rrjF; 
i=l 
ou ainda, substituindo: 





( ! A.rr2i 2 sen Ilis) 2 = rr
4 
! A A (ij) 2 
i=l 1. 2 i+j=2 i j 
· rr 4 · · 2 ! A.A. (ij) cos ll (i+j) ~ 
2 i+j=2 1. J 
cos ll(i-j)~. 
(II-19) 





( ! Ai sen Ili si 2 = ! AiAj sen llis sen llj s 
i=l i+j=2 
= !. ! A•A· 2 i+j=2 1. J 
cos rr(i-jls 
1 "" 0 A A ll (1.'+J')< - 2 º i j cos ~ i+j=2 
(II-20) 
Substituindo as expressoes (II-19) e (II-20) em (II-16), 
1 J = 2 
3 
! AiAj(ij) 2cos ll(i-j) 
i+j=2 
À
4 (a~ 2+bs+c) x ! A·A· cos ll(l-j)s]d~ 
i+j=2 1. J 
f 
1 
[ 4 2 "" N2 = À (as +bs+c) í AiAj cos o · i+j=2 











. ( ,;,:(e fAft,Í /""' !c,JhJ 
por parcelas. As integrais acima podem ser resolvidas 
A primeira delas (N
1
) pode ser escrita na forma: 
l-\ ~=~=1Ai2 J:E4i4(a!;2+b +c)3 - ,.4(a!;2+b!;+c)J d!;+ 
f :~4 (ij) 2 (ai;2 +b!;+c) 3->. 4 (ai; 2-lb~1;+i;:~cos H(i-j) F,; dF,; 
• • • (II-22) 
o que conduz a: 
00 2 
N = E Ai 
l i=j=l 




L 4(2a!; + b> 
1 
,.4 (a·r,;2+b!;+c) 2 J 
2 (2a!; + b) O 
+ 





+ 6c(ac+b2)] seníl(i-j)!; _ 
Il3(i-j)3 
2 2 + 36 a!; (ac+b ) 














- E AiA · ..• 2 J J.+J= 
i#j 
+ 360 a2b J cosíl (i-j) !; _ 
Il6(i-j)6 




À 4 {<ar,;2+b!;+c) senrr (i-j) !; + (2ar,;+b) cosrr (i-j) !; 
Il(i-j) rr 2 (i-j) 2 
2a seníl (i-j) s} l (II-23 ) 
Il 3( .. ,3 1-J O 
+ 
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Fazendo o mesmo raciocínio para N
2
, virá: 
N · = 1: AiAj J
0




















sen II (l+j) i; 
JI(i+j) 
cos ll (i+j) i; 




(ac+b2 )+ 6 bi;(6 ac+b2 } + 







+ 72a i; (ac+b2J + 6b (6ac+b2 ) J cos li (i+j) 
1!4(i+j)4 
+ 360 a 2bi; + 72a(ac+b2 ~ sen ll(i+j) i; 
IIS(i+j}S 
+ [20 a3i;+360a2b] cos II (i+j) I; -










Efetuando as operaçoes indicadas em {II-23) e (II-25) e 
levando em conta que: 
cos 11 {i,:tj) = {-1) i +j {II-26A) 
sen li {i,:tj) = O {II-26B) virá: 




+ 'f AiAjll4{ij)2/ [6a3+1Sa2b+12a(ac+b2 )+3b(6ac+b2 )+6c(ac+b2 )+3bc2] (-l)i+j_ 






)- [12oa3+1aoa2 b+72a(ac+b2)+6b{6ac+b2)] (-l)i+j 
114(i-j)4 





N = 'f AiA' À4 f(2a+b) (-1)1. J-bJ - 'f AiA· 114(ij)2 
2 i+j=2 J l iCi+jl 2 i+j=2 J 
{ 

















= 114i 4 [b(a+b+c) 4 -c4 (2a+b)} +2:i. 4 [c2 (2a+b)-b(a+b+c) 2] (II-29A) 
4b (2a+b) 
= [6a3+1sa2b+l2a(ac+b2 ) +3b C-6ac+b2>t6c C-ac+b2 ) +3bc2]·(-1) i+j_3bc 2 
ll2(i-j)2 





3+360 a 2b] (-1) i+j - 360 a 2 b 
ll6(i-j)6 
(II-29B) 
= o (II-29C) 
f .. 









[6a3+16a2b+l2a(ac+b2 ) +3b(6ac+b2 ) +6c (ac+b2)+3bc2] (-1) i+j_3bc2 
ll2(i+j)2 
+ 6b(6ac+b2 )- [12oa
3
+18oa2 b+72a(ac+b2 )+6b(6ac+b2 J] 
ll4(i+j)4 
+ [720 a






Desta forma, as expressoes (II-27) e (II-28) reduzem-se a: 
e 
e 
Nl = E Ai 2 di 
i=j=l 
00 











+ E AiAj rr 4 (ij) 2k .. + E AiAj À 4 R,iJ'} 




m, = l: A k. 




n, = l: A R.. 
~ ct=l CL 1CL 
(II-33B) 
a expressao (II-31) poderá ser escrita como: 
2 . l: i 1 + II l: 1) Ai mi J =l{oo A2d. 4oo('')2 
i=l i=l 
(II-34) 
A expressão (II-34) fornece uma função 
(II-35) 
-22- . 
que caracteriza a aproximação de J que resulta pela utilização dei 
têrmos na sêrie trigonométrica. 
A condição ôJ=O , correspondente ao mínimo do funcional 
(II-10),pode ser aproximada pelas condições· 
d Ji --~-= o n = O, 1, 2 ••• i (II-36) 
;i An 
equaçoes estas que conduzem a um sistema de onde podem ser determi-
nados os coeficientes A{ e consequentemente a uma aproximação de 0 
por meio da expressão (II-11). 
O grande número de cálculos matemáticos levam a que sejam 
considerados apenas uns poucos têrmos da série trigonométrica, o 
que nao desmerece em nada os resultados obtidos tendo em vista a 
taxa de convergência da série resultante quando aplicado o método 
de Ritz. 
Derivando então (II-34) em relação a cada um dos Ai e igu~ 
lando a zero, obtem-se: 
ou ainda: 
2 diAi+rr 4 (iJ') 2m.+rr 4 . l. 
'i: (ij)2 
y=l 
+1'4 n + 
i 
tornando mais compacta a equaçao acima: 
di Ai+ n4 (ij) 2 E 
a=l 
A k. + 
a l.a 
L = O 
l.a 







A expressao acima pode ser escrita em forma indicial: • 
., 
l: Aj piJ'. = O 
j=l 
pij = 114(ij)4 k .. + J.J 
pii = di + 114i4 kii 
(rr~39l 
À4 R,, • 
J.J 
(II-39A) 
+ À4 iii (II-39B) 
O sistema de equaçoes algébricas lineares e homogêneas 
(II-39) terá soluções não triviais se e sõmente se o determinan 
te dos coeficientes das incógnitas fÔr igual a zero, isto é, 
P 1. = o ij (II-40) 
expressao esta que traduz a equaçao de frequências para vibra -




4 Uma vez obtido À podem ser determinadas as frequências 
f = 
1/2 . E I
0 (--....:;;_) (II-41) 
(II-41A) 
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CAP KTULO li Ji: I 
Aplicaçãe ~ casos particulares de variação de altura 
1 - Variação Parabólica 







1 -'-,Ac!L------------__::::,,,J_ _ __.>< 
l X I" .. -- t ------>, 
que é um caso particular da equação (II-13), o determinante )Pij) p~ 
derá ser simplificado. 
Se fôr utilizado apenas um têrmo da série trigonométrica, 
4 
resume-se na determinação de À- em uma equação do primei-o problema 
ro grau em À 4. 
Com efeito, o determinante )Pij) nêste caso reduz-se a um 
único têrmo p11 , cuja expansao é: 
J]4 _ À4 
2S 
de onde se pode tirar: 
4 32 rr 1 º- 96 
À = 
Admitindo agora que 
trigonométrica, o determinante 
J]4 - À4 4 4 










- 720 s·rr 
tomados dois têrmos 












e, consequentemente, os auto-valores Ã
4
1 e À! serao dados por: 
1 2 \l_s._ 114 + 2114Sl • <11 
2-2si22-4si11










4 1 8 
4
s ] - II ill 22 + II' 22 - i22Kll - II 111--
(III-5) 
1 / [ 4 4 4 l 511 +211 S kll - II s122 
+ 
( III-6) 
de onde podem ser obtidos a primeira e a segunda frequências de v! 
brações. A primeira frequência, que é a menor, corresponde a uma 
aproximação melhor da frequência fundamental, já obtida quando se 
utilizou um têrmo da série trigonométrica. 
A verificação do grau de precisão desta primeira frequência 
pode ser feita por meio de uma análise da diferença entre os valo-
res obtidos com um e dois têrmos da série. 
A tabela I demonstra que os valores encontrados com uín têr-
mo já conduzem a um resultado bem preciso para determinação práti-
ca das frequências fundamentais. 
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2) Variação linear da altura 
Fazendo agora 
a = O 
b = s 
c = 1 
a equaçao que traduz a variação da altura toma a forma 
h(~) = ho(l + S~) ( III-7) 
y 
sendo S t = ~ tg À 
T 
- -J o( - - - - - - - - - - -
h. 
-'-.-A+------------L,"-_ ___,,X 
1. >=- ," -- t > 
e as equaçoes deduzidas no capitulo II podem ser simplificadas, 
obtendo-se, com um têrrno da série: 
4 rr 2 
À = --
2 
com dois têrrnos da série: 
/! = ----=1 _____ _ 
1 
12 [s1rr 4 12+si 2-1024s 2 ] 
+ 64 u12s} - i [9rr2 (u11+u22 ) ~2+S)+64 
- uf2 l [ s1rr 4 (2+Sl 2 1024s2] J 2 _] 
onde: 
ull = 27rr 4 (2+S) [ rr 2 (2+2S+s 2 ) - 3s2] 
( III-8) 
2 
u12s_J - 4 (ull u22 -
( III-9) 
u12 = u 21=-128rr
2s [9rr2 12+2s+s2 ) - 4os2 ] 
u 22 = 1osrr
4 12+sl [4rr2 12+2s+s 2 ) - 3s2J 
( III-10) 
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1 r [ ,,' (uH +u22 )(2+S) + ,/,,_' 
- ' 
···, + 64 u12sJ +{[9n
2 (u11+u22 )(2+S) + 64u12sJ
2 
- 4(u11u22 -





2J} 112 ] ( III-11) 
A mesma verificação da convergência pode ser empregada aqui 
(Tabela II), de onde se conclue que um têrmo já seria suficiente para 
a determinação da frequência. 
3) Altura constante 
Se a altura da viga permanece invariável com o comprimento, 
a frequência obtida fazendo S nulo na equaçao (III-8) fornece 
Ã4 = n4 




O método de Ritz apresentou-se como extrema.mente útil 
na solução do problema como os que foram analisados neste tra-
balho. 
Uma verificação mais apurada da rapidez da convergen-
cia do método conduziu a tabela (í), que demonstra a grande~ 
cisão que se obtém com pequeno número de têrmos na série solu-
çao. 
Poder-se-ia pensar na determinação das frequências por 
métodos menos algébricos e mais ligados a processos de automati 
zação, tais como o de matrizes de transferência ou dos elemen -
tos finitos. Entretanto, isto não invalida a utilização do méto 
do de Ritz na forma em que foi feita, tendo em vista o desenvo! 
vimento geral e permitindo mediante um programa automático, a 
obtenção de quaisquer frequências desde que seja aumentado o nu 
mero de têrmos da .série solução. 
Por outro lado, a limitação que se Lmpõe ao problewa, 
nos parece partir de dois fatos: 
inicialmente, a própria equaçao diferencial foi sim-
plificada de modo a se obter um resultado aue não leva em consi 
deração a inércia de rotação das seções. Assim, os resultados 
só valem para baixas frequências de vibração. 
- Alem disto, a variação de altura pode levar a uma di 
ferença bem grande entre seções transversais extremas (no caso 
linear) ou entre a seçao média e qualquer das seções extremas 
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(caso da variação parabÓlica). Isto conduz, assim nos parece, a uma 
certa diferença entre os valores achados e os valores reais, o que pcrl~ 
ria ser confinnado através de uma verificação experimental e de uma con 
seguente a:xnparação can os resultados teóricos. 
Tendo em vista os resultados obtidos, foram construídas tabelas 
que dão, indiretarrente, os valores das frequências naturais para diver-
sos canprimentos da viga e diversos valores do parâmetro "S" e que defi 
ne o p:,linânio caracterizador da variação de altura. 
Para a variação linear os resultados ooincidiram de rrodo exce-
lente canos do trabalho de E. Krynicki e z. Ma=kiewicz (9), que de~ 
minaram frequências de vibrações livres em vigas de variação de altura 
linear e simplesmente ap:,iadas. 
Caco era de se esf>"'--rar, o gráfioo corresp:,ndente a êste caso, .~ 
presentou frequências maiores para um mesmo crn,prirnento e coeficientes 
11 S 11 maiores. 
No caso parabÓlico, eml:x:>ra o canportame.TJ.to da ftmção 
.t = F(S,À ') seja bàsicamente o mesmo, quando À' aumenta, mantendo-se 
constante o canprimento, "S" diminue. Isto não é estranho nem se cons 
titue em exceção, tendo em vista que a maneira de definição do parâme-
tro "S" varia quando se passa de uma equação linear para uma do segundo 
grau. 
No caso linear, para a obtenção da frequência fundamental da vi 
bração, multiplicaríamos o valor de À ' = --iz tabelado en anexo pela 
E I 0 )* 
poAo . 
referente ao material e dimensões de uma determi expressao 
nada viga en estudos. 
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No caso da variação de altura segundo lei parabólica, usaría-
rros os valores de À '· correspondentes, também tabelados Em anexo, da 
mesma fomia caro foi exposto acima. 
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VARIAÇAO LINEAR DE ALTURA 










VARIAÇAO PARABOLICA DE ALTURA 
3000 




3,5 3,0 2,5 2p 1,5 
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,~bet~ rr 
Verificação da convergência para o método de Ritz com um 
e dois têrmos da série solução 
Variação linear de altura 
2 2 2 2 
s 1í Yl 1í y 1 1í (y1-:r1l 1í (y1-Y1l/ioo 
0.1 10.3663 10.3535 0.0128 0.0001 
0.2 10.8746 10. 8272 0.0474 0.0004 
0.3 11.3868 11.2861 0.1007 0.0010 
0.4 11.9069 11.7372 0.1697 0.0016 
0.5 12.4329 12.1803 0.2526 0.0025 
0.6 12.9629 12.6155 0.3474 0.0034 
0.7 13.4978 13.0458 0.4500 0.0045 
0.8 14.0356 13.4701 0.5655 0.0056 
0.9 14.5774 13.8925 0.6849 0.0068 
1.0 15.1074 14.3100 0.7974 0.0079 
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Ta.bel..,_ I 
Verificação da convergência para o mêtodo de Ritz com um e 































































































































Valores de À/t 2 para variação linear de altura. 
r 5 ; O. 2 0.4 0.6 0.8 1.0 
1.0 118.246 141.796 168.058 197.032 228.717 
1.5 52.554 63.020 74.692 87.569 101,652 
2.0 29.561 35.449 42.014 49 .,258 57.179 
2.5 18. 919 22.687 26.889 31.525 36.594 
3.0 13.138 15.755 18.673 21. 892 25.413 
3.5 9.652 11.575 13.719 16. 084 18.670 
4.0 7.390 8.862 10.530 12.314 14.294 
4.5 5.839 7.002 8.299 9.729 11.294 
5.0 4.729 5.671 6.722 7.881 9.148 
5.5 3.908 4.687 5.555 6.513 7.560 
6.0 3.284 3.938 4.668 5.473 6.353 
6.5 2.798 3.356 3.977 4.663 5.413 
7.0 2.413 2.893 3.429 4.021 4.667 
7.5 2 .102 2.520 2.987 3.502 4.066 
8.0 1.847 2.215 2.625 3. 078 3.573 
8.5 1.636 1.962 2.326 2.727 3 .165 
9.0 1.459 1.756 2.074 2.432 2 . 82 3 · 
9.5 1.310 1.571 1.862 2.183 2.534 
10:;o 1.182 1. 417 1.680 1.970 2.287 
10.5 1.072 1.286 1. 524 1.787 2.074 
11.0 0.977 1.171 1.388 1.628 1.890 
11.5 0.894 1.072 1.270 1.489 1.729 
12.0 O .821 0.984 1.167 1.368 1.588 
12.5 0.756 0.907 1.075 1.261 1.463 
13.0 0.699 0.839 0.994 1.165 1.353 
13.5 0.648 0.778 0.922 1.081 1.254 
14.0 0.603 0.723 0.857 1.005 1.166 
14.5 0.562 0.674 0.799 0.937 1.087 
15.0 0.525 0.630 0.746 0.875 1.016 
- 36 -
Valores de para variação parabólica de altura. 
f s = O. 5 1.0 1.5 2.0 
1.0 8732.919 7155.682 5492.640 4190.451 
1.5 3881.297 3180. 303 2441.173 1862.422 
2.0 2183.229 1788.920 1373.160 1047 .612 
2.5 1397.267 1144.909 ,878.822 670.472 
3.0 970.324 795 .075 610.293 465.605 
3.5 712. 891 584 .137 448.378 342.077 
4.0 545.807 447.230 343.290 261.903 
4.5 431.255 353. 36 7 371. 241 206.935 
5.0 349.316 286.227 219.705 167.618 
5.5 288.691 236.551 181.574 138.527 
6.0 242.581 198.768 152. 5 73 116.401 
6.5 206.696 169. 365 130.003 99.182 
7.0 178.222 146.034 112.094 85. 519 
7 .5 155.251 127.212 97. 646 74.496 
8.0 136. 451 111. 80.7 85.822 65. 4 75 
8.5 120.870 99 .040 76.022 5 7. 999 
9.0 107.813 88.341 6 7. 810 51. 733 
9.5 96. 763 79.287 60.860 46.431 
10.0 87.329 71.556 54. 926 41. 904 
10 .5 79 .210 64.904 49,819 38.008 
11..0 72 .172 59.137 45.393 34 .631 
11.5 66,033 54 .10 7 41.532 31.685 
12.0 60.645 49 .692 38.143 29 .100 
12.5 55. 890 45. 796 35.152 26.818 
13.0 51.6 74 42.341 32.500 24. 795 
13.5 47.917 39 .263 30 .137 22.992 
14.0 44.555 36.508 28.023 21. 379 
14.5 41.535 34.034 26.124 19. 930 
15.0 38,812 31.' 803 24.411 18.624 
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